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Über die Modulfigur 
Von Georg Johann Rieger*, Hannover 
(Eingegangen am 27.06.1993) 
Zusammenfassung: 
Die Modulfigur kommt ansatzweise erstmals bei Gauß vor (vgl. Werke I1I, 477-478 
und VIII, 104). Sie besteht aus unendlich vielen Kreisbogendreiecken der oberen Halb-
ebene. Wegen der I-Periodizität darf der Realteil auf [- ~, ~] eingeschränkt werden. 
Die Anzahl der verbleibenden Kreisbogendreiecke, die von einer beliebigen Parallelen 
zur reellen Achse getroffen werden, ist endlich und geht bei Annäherung dieser Paralle-
len von oben an die reelle Achse offenbar monoton gegen Unendlich; daftir beweisen wir 
eine asymptotische Fonnel (Satz I). 
Wir beginnen mit der erweiterten komplexen Ebene C: =0 C U {oo} und der abge-
schlossenen oberen Halbebene H : = {z E C : Im z;::: O}. Es bezeichne r ("Modulgrup-
pe") die Menge aBer Matrizen (~ ~) mit a, b, c, d aus 7l. und ad - bc = I. Für T =0 
(a b) r . T() az + b I b d I ·..·1 . d Esel z: = --d; m e eutet magmartel; es Ist C ez + 
Imz (I) Im T(z) =--2 . 
lez + dl 
Für TE rist Tof.-T; für TE r, SE r gilt T(z) = S (z) (z E C) <:=;> T= ± S; bei jeder Abbil-
dung z ~ T (z) wird daher Tnonniert gemäß 
(2) {
d> 0 
c > 0 
falls c = 0 (und daher d = 1). 
falls c 2 O. 
Es bezeichne r' die Menge der (~ ~) E r mit (2). Man hat (T E r. S E f) ~ 
T SE f; gelegentlich hat man aber TE r'. SE f'. T S 11' f' wie etwa 
(: n Ci -n=(=i =n· 
Re bedeutet Realteil. Es sei i: = -1=1. p: = - i + 1 i, /: = (6 ~). 
P: = \Z E H: - i ~ Re z ~ if. F: = {z E P: Izl2 I} ("Fundamentalbereich"). 
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M: = {TF: TE r'} ("Modulfigur") ist eine einfache Überdeckung von H bis auf eine 
Ausnahmemenge vom Maß O. Vennöge z ~ (6 :) (z) = z + I wird M auf sich abge-
bildet; zur Untersuchung von M kann man sich daher auf M': = Mn P beschränken. Mit 
F ist auch TF ein Kreisbogendreieck mit den Winkeln }' o,}. Der Rand von 
Fu (~ =:) F U (~ ~) F enthält {± + ti: t E Iffi~o} mit Unterteilung bei t = ~ und 
t = 1[; daher liegt das Innere jedes TF entweder ganz innerhalb oder ganz außerhalb von 
P *). 
-I+p 
3 
p 
h 
-t. F 
o 
Figur 1 
M' 
- - 1 h= -3 
Für hE Iffi>o sei y (h): = {t + hi: tE Iffi}. Aus TF n y (h)"* 0 folgt ledl ~ k; denn: für 
z = x + yi E F gilt 
21xl ~ I ~ Izl und lez + dl 2 = (ex + d)2 + e2y 2 ;::: e2izi2-ledzl+d2 ;::: ledzl, und wIr beachten 
*) Viele Lehrbücher behandeln die Modulgruppe und die Modulfigur. Wir erwähnen nur [I], [2], 
[3]. 
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noch (1), Im z:O; [z[ und h 
T (00) = ~ ist [:Z[:o; 1 und 
Im T (z). Es sei TF c P, T*- I; wegen 00 E F, 
e e 2 
(3) TF n y (h) *- 0 ~ TF n y (h') *- 0 (0< h' < h). 
Also ist a (h) = card {T E f': TF c P 1\ TF n y (h) *- 0} endlich und zunehmend rur ab-
nehmendes h. Wir studieren a (h) für h gegen ° (Satz I). 
Beispiel: Nach Fig. 1 ist a (h) = 3 für 1 > h > t und a (h) = 5 für t > h > 1[. 
Für Ac 1[, A *- 0 sei Im A: = {Im z: z E A} und A (A): = sup (Im A). Nach (3) ist 
ImTF={y:O:O;y:O;A(TF)} (c*-O). 
Für jedes geordnete Paar e, d aus 71. mit c > 2, (e, d) = I gibt es genau ein geordnetes 
Paar a = a (e, d), b = b (e, d) aus 71. mit ad - be = I, - ~ < a < ~; es sei 
T (e; d): = (a (~' d) b (d d) J (e > 2, (e, d) = I), 
( 
Idl-I) 
T(2; d): = s~ d T «2, d) = I), 
T(l;d):=(? -J). 
Hilfssatz 1: Für jedes TE f' , T*-I mit TF c P gibt es genau ein geordnetes Paar c, d 
aus71.mite>O,(e,d)= I, T=T(e;d). 
Beweis: Für e > 2 und für e = I beachten wir T (00) =~. Für c = 2 beachten wir 
e 
1
1 
. ae + bd I [dl < 2' 
Re T(l) = -2 --2 = - (\- --2) sgn d I 
e+d 2 4+d > __ 
2' 
Für T = (~ ~) sei T*: = (-~ _~): ferner sei V: = (~ - b ). Es ist p* = T, V* = V. 
Für h < ~ wird T = V, aber nicht T = 1 bei a (h) gezählt. Bei gezählten T ist c > 0 und. 
abgesehen von T = V, noch d *- 0. Es bezeichne cr die Spiegelung von I[ an Re:: = O. Für 
die Ecken p,oo, I +pvonFfindetmancrT(p)= P(I + p),crT(oo)= T* (oo),crT(1 +p) 
= T* (p) und folglich cr TF = T* F. Für TE r'\ {I, V} hat T F n T* F keine inneren 
Punkte (vgl. Fig. I). Wir können also weiter normieren gemäß d> 0; es sei: 
f o : = { (; ~) E f : e > ° 1\ d> O}' 
f o (h)::= {T E f o: TF c P 1\ TF n y (h) *- 0}, ao (h): = card f o (h); 
es ist 
{3 
a (h) = 1+ 2ao (h) (0< h < 2) . 
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Aus Hilfssatz I folgt sofort 
Hilfssatz 2: Für jedes TE r o mit TF c P gibt es genau ein geordnetes Paar c, d aus 7l mit 
c> 0, d> 0, (c, d) = I, T= T(e; d), 
Das Kreisbogendreieck Fhat die Seiten L+: = j± l + ti: {3 -0; t -0; oo!, 
- 2 2 ' 
Lo: = \e'Pi : %:s; <p:S; }!; es sei L: = L_ u Lo U L+, Man hat Im TF = Im TL, A (TF) = 
A (TL), TF Ii Y (h) "* 0 ~ h :s; A (TL), Dann gibt Hilfssatz 2 sofort 
Hilfssatz 3: FürO < h < ~ istuo (h) = card {e > 0, d> ° : (e, d) = 1 /\ A (T (e; d) L) ~ h}, 
Es ist Im T (f -21 + ti) = t und folglich Im TL+ c Im TL_ (T E r;). Das 
(f. +- d)2 + c2t2 2 
ergibt A(TF) = max (A(rL), A(TLo)) (r E r o )' Das Maximum von t für (f. - d)2 + ('212 
0' b' Id 1
1
, {3 k 0 t~ 1st eil = 10: = c-2;mltl l :=max (2,/0 ) ommt 1\ (TL_) 
und daher r I 
Ic(2d-c) 
A_: = A (TL) =i {3 
12(c2 - cd + d2) 
falls ~ > 1 + {3 
C - 2 
sonst. 
2 
Nun ist Im T e'P i = sin <p ; das Maximum der rechten Seite für 0 :s; <p :s; Ir 
c2 + 2cd cos <p + d2 
ist bei <p = <Po' cos <Po = -22cdd2 und daher sin <Po = \c2 - d21; insbesondere hat man 
c + c2 + d2 
Ir 2Ir sm <PI 
-2 < <Po $ Ir; mit <PI: = min (3' <Po) kommt A (TL() = ; nun ist ) c2 + 2cd cos <P I + d2 
I -2ed, {3 le2 - d21 
COS <PI = max (- 2' e2 + d2 )' sm <PI = max (2' c2 + d2 ) und daher 
falls 2 - {3 $~-O; 2 + 13 
c ' 
sonst. 
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Graphisch bedeutet das 
d 
H=_l_ 
, c(2d-c) 
H,:<;;H, 
1-=2+"3 
c 
IC',-, - I c,," 
11 
::C' 
/ 
/ 
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d I+E 7=-2-
H,=H, {3 
2 
H, = c' -cd+d' 
Insgesamt haben wir 
(4) 
/ 
/ 
/ 
Figur 2 
falls :{ > 1 + 13 
c - 2 
falls 
falls 
33 
{3 
1 H = ,- , 
-, ' c'-cd+d' 
, 
, 
H,~H, 
c 
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34 Georg Johann Rieger 
Zur Berechnung von U o (h) mittels Hilfssatz 3 müssen daher Gitterpunkte gezählt werden 
in Bereichen, welche durch Strecken, Hyperbelbögen und Ellipsenbögen berandet sind. 
Die Beiträge der 3 Fälle von (4) zu U o (h) bezeichnen wir von oben nach unten mit 
u 1 (h), u 2 (h), u 3 (h). Es ist U o (h) = u 1 (h) + u 2 (h) + u 3 (h). Im unteren Fall von (4) ist 
*"2:c2 -d2"2: (4-f3 -6)c2 und daher c= o (l/'l/h),d= O(I/-{h),u3 (h)=O(1lh). Im 
mittleren Fall von (4) ist iI "2: c2 - cd + d 2 = (~ - d r + ~ c2 und daher c = 0 (ll-{h), 
d = 0 (l/-{h), u 2 (h) = 0 (1 Ih). Es folgt 
(5) ao (h) = Ul (h) + 0 (llh). 
Es ist 
Ul (h) = L 
c~1 
L 
d>I+--!3 
- 2 c 
1 (c, d) = I, c (2d - c) 5, li 
1; 
für die Bedingung (c, d) = I schreiben wir den Faktor L 11 (a) mit der Möbius-Funk-
tionfl; mitc=ax,d=ayund a > 0 
ale, ald 
(6) ß (t): = L L l' ,
x ~ 1 1 + --!3 Y~-2-x 
x (2y - x) 5, t 
ergibt Vertauschen der Summen sofort U 1 (h) = L 11 (a) ß (a~h)' In (6) ist 
O<a<~ 
--r; 
f"2: x (2y-x) "2: x2 -f3 und daher x = 0 ({f),y = 0 (t); h 
p (t): = f f dxdy 
x ~ 1 1 + --!3 Y~-2-x 
x (2y-x) 5, t 
liefert ß (t) = P (f) + 0 (f), u 1 (h) = 
Variablen w = y - ~ statt y kommt 
L I 11 (a) p (a!h)+ 0 (llh). Mit der neuen 
O<a5,{j; 
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p (t): = f I dxdw = 2" logt + 0 (t). 
x:2:1 
a:2: 1 
L Il (a) a -2 = _1_ mit der Riemann-Funktion I; ist S (2) Wegen 
adh)= L 
O<a<~ 
-~ 
Il (a) (---4-- log -+- + 0 (+J J + 0 (iJ 2ah ah ah 
(7) = 2s(I2)h log ~ + 0 (-k ). 
Einsetzen ergibt 
Satz 1: Für 0 < h < I ist a (h) = _I-log -hl + 0 (-hl J. 
S(2)h 
Das läßt sich sofort verschärfen; dazu verwenden wir fiir j = 2,3 die elementare Abschät-
zung ~ (h) = cj * + 0 (I/V"h), die im Fall des Kreises auf Gauß zurückgeht; bei a 1 (h) 
stützen wir uns auf die neueste Abschätzung beim Dirichlet-Teilerproblem. 
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